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Рассматривается нелокальная краевая задача для псевдопараболического уравнения третьего порядка с переменными коэффициен-

тами. Для ее решения методом энергетических неравенств в классе достаточно гладких коэффициентов уравнения и граничных условий 
получены априорные оценки в дифференциальной и разностной трактовках, из которых следуют единственность и устойчивость реше-
ния по начальным данным и правой части, а также сходимость решения разностной задачи к решению дифференциальной задачи со ско-

ростью )( 22 τ+hO  в норме )1,0(1
2W  на каждом слое. 
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A nonlocal boundary value problem for the third order pseudo-parabolic equation with variable coefficients is considered. For solving the non-

local boundary value problem by the method of energy inequalities in the class of sufficiently smooth coefficients and boundary conditions, a priori 
estimates in differential and difference setting are obtained. The obtained a priori estimates imply uniqueness and stability of the solution of the prob-
lem with respect to the initial data and the right-hand side, and also the convergence of the solution of the difference problem to the solution of the 

differential problem at the rate )( 22 τ+hO  in the norm )1,0(1
2W on each layer. 
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Математическое моделирование многих процессов 

приводит к изучению нестандартных начально-
краевых, прямых и обратных задач для уравнений в 
частных производных, не имеющих аналогов в клас-
сической математической физике. 

Важную роль в изучении различных процессов и 
явлений играют уравнения 3-го и более высоких по-
рядков. Например, вопросы фильтрации жидкости в 
пористых средах [1, 2], передачи тепла в гетерогенной 
среде [3, 4], влагопереноса в почвогрунтах [5; 6, c. 
137] приводят к модифицированным уравнениям 
диффузии, которые являются псевдопараболическими 
уравнениями в частных производных 3-го порядка 
вида ( ) ),( txfÀukuu xxtxxt ++= . 

Это уравнение называется уравнением Аллера, 
или модифицированным уравнением влагопереноса в 
почвогрунтах [5–9].  

Особый интерес представляют краевые задачи с 
интегральными условиями. Из физических соображе-
ний условия такого вида совершенно естественны и 
возникают при математическом моделировании в тех 
случаях, когда невозможно получить информацию о 
происходящем процессе на границе области его про-
текания с помощью непосредственных измерений или 
когда возможно измерение лишь некоторых усред-
ненных (интегральных) характеристик искомой вели-
чины.  

В данной работе рассматривается краевая задача 
для псевдопараболического уравнения 3-го порядка с 
интегральным условием. Для решения получены ап-
риорные оценки в дифференциальной и разностной 
трактовках. На их основе доказаны единственность, 
устойчивость решения задачи, а также сходимость 
решения разностной задачи к решению дифференци-
альной задачи со скоростью )( 22 τ+hO  в норме 

)1,0(1
2W  на слое. 
 

Постановка задачи 
 
В замкнутом цилиндре 

}0,10:),{( TtxtxQT ≤≤≤≤=  рассмотрим краевую 
задачу с нелокальным условием 

( ) ( ) −+η+= xxxtxxt utxrutxutxku ),(),(),(  
 ),(),( txfutxq +− , Ttx ≤<<< 0,10 ,     (1) 

)(),1(),(),()(),0( 1
0

1

0
1 tdutdxtxuttu

t
µ−∫ τττρ+∫β= ,  

Tt ≤≤0 ,            (2) 
 

)(),1()(),1( 22 ttuttÏ µ−β=− , Tt ≤≤0 ,    (3)  
)()0,( 0 xuxu = ,  10 ≤≤ x ,        (4) 
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где заданные в уравнении (1) и граничных условиях 
(2) – (4) коэффициенты удовлетворяют следующим 
условиям:  

;),();,(0 10 ctxktxc ≤η≤<  

≤τρτρβββη ),(),,(),(),(),(),,(),,(),,( ,121 ttttttxqtxrtx ttt

;2c≤               (5) 

)(),( 3,4
TQCtxu ∈ ; )(),( 2,3

TQCtx ∈η ; 

)(),( 2,3
TQCtxk ∈ ; )(, 2,2

TQCqr ∈ ;  

)(),( 1,2
TQCtxf ∈ ; ]1,0[)( 2

0 Cxu ∈ ;  
),(),(),(),( 221 τρµββ tttt  – функции, непрерывные на 

[0, T]; ],0[)( 3
1 TCt ∈µ ; 1)( 01 <β≤β t ; t≤≤ τ0 ; 

−21,0 , ccc  положительные постоянные числа. 
}0,10:),{( TtxtxQT ≤<<<= ; 

xtx utxutxktxÏ ),(),(),( η+=  – полный поток. 
Заметим, что нелокальное условие (2) можно за-

менить условием вида 

)(),1(),(),()(),0( 1
00

1 tdutdxtxuttu
t

µ−∫ τττρ+∫β=
α

, Tt ≤≤0 , 

где 10 ≤α≤ , α  – глубина корнеобитаемого слоя [9] 
или активного слоя почвы, который участвует в водо-
снабжении корневой системы, в процессах испарения 
и транспирации. 

По ходу изложения будем использовать положи-
тельные постоянные числа ,....2,1, =iMi , зависящие 
только от входных данных задачи (1) – (4). 

Допуская существование решения дифференци-
альной задачи (1) – (4), получим априорную оценку 
для ее решения. Воспользуемся методом энергетиче-
ских неравенств. Уравнение (1) умножим скалярно на 

tuuU += . Тогда 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ),,,

,,,,

UfUqu

UruUuUkuUu xxxtxxt

+−

−+η+=
  (6) 

где ∫=
1

0
),( uvdxvu , 2

0|||| u = ∫
1

0

2dxu . 

Преобразуя каждое из слагаемых, входящих в (6), 
с помощью неравенства Коши с ε  с учетом гранич-
ных условий (2), (3) находим 

( ) ≤+++∫ η+×

×+

2
00

2
00

2
0

1

0

2

2
0

||||||||||||
2
1||||

2
1

xtxtx ucucudxuk
dt
du

dt
d

 

[ ] 2
0

1
0 ||||),(),(),( tt utxutxutxÏ ε++≤ + 

( ) 2
02

2
0

2
01 ||||)(||||||||)( fMuuM x ε++ε+ .    (7) 

Первое слагаемое в правой части (7) оценим с по-
мощью уравнения (1) и условий (2), (3) следующим 
образом: 

[ ]

( )[ ]++µ−β−=

=+

),1(),1()(),1()(

),(),(),(

22

1
0

tututtut

txutxutxÏ

t

t
 

[ ]
( ) ≤








µ−β+∫ −+−×

×++

)(),1()(

),0(),0(

22
1

0
ttutdxfquruu

tutu

xt

t
 

( )
( )++ε+

+++ε+≤
2
0

2
04

22
0

2
03

2
0

||||||||)(

),0(
2
1||||||||||||

2
1

x

ttxtt

uuM

tuuuMu  

( )
( ). ||||)()(  )(

||||||||)(

2
0

2
1

2
26

0

2
0

2
05

fttM

duuM
t

x

+µ+µε+

+∫ τ+ε+
      (8) 

Преобразуем слагаемое ),0(2 tut  в правой части (8) 
с помощью (2). Тогда 





ρ+∫β+∫β= ),1(),()()(),0(

1

0
1

1

0
,1

2 tuttdxutudxttu ttt + 

≤



µ−∫ τττρ+

2

,1
0

)(),1(),( tdut t
t

t  

( )2
0

2
07

2
0

2
1 ||||||||||||)(2 xt uuMut ++β≤ + 

( ) ).(|||||||| 2
,19

0

2
0

2
08 tMduuM t

t
x µ+∫ τ++     (9) 

Учитывая оценки (8), (9), из (7) находим 

( )

≤+++

+∫ η++

2
00

2
00

2
0

1

0

22
0

||||||||||||
2
1||||

2
1

xtxt

x

ucucu

dxuk
dt
du

dt
d

 

( )
( )++ε+

++ε+





 β+≤

2
0

2
011

2
0

2
010

2
0

2
1

||||||||)(

||||||||||||)(
2
1

x

ttxt

uuM

uuMut
 

( )
( ). )()()(||||  )(

||||||||)(

2
2

2
,1

2
1

2
013

0

2
0

2
012

tttfM

duuM

t

t
x

µ+µ+µ+ε+

+∫ τ+ε+
  (10) 

Выбирая 1|)(| 01 <β≤β t , 
2

1
0 <β , 











 β−

=ε
10

0

10

2
0

2
,

4
21min

M
c

M
, из (10) следует 

( ) ≤+++∫ η++ 2
0

2
0

2
0

1

0

22
0 |||||||||||||||| xtxtx uuudxuk

dt
du

dt
d  

( ) ( )∫ τ+++≤
t

xx duuMuuM
0

2
0

2
015

2
0

2
014 |||||||||||||||| + 

( ))()()(|||| 2
2

2
,1

2
1

2
016 tttfM t µ+µ+µ++ .     (11) 

Проинтегрируем (11) по τ от 0 до t:  

( ) ≤∫ τ++++
t

xtxtx duuuuu
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0 ||||||||||||||||||||  

( ) ( ) +∫ τ∫ ++∫ τ+≤
τt

x
t

x ddpuuMduuM
00

2
0

2
018

0

2
0

2
017 ||||||||||||||||  

( )
.||)(||

)()()(||||

2
)1,0(0

0

2
2

2
,1

2
1

2
019

1
2W

t
t

xu

dtttfM

+

+τ∫ µ+µ+µ++
   (12) 

Второе слагаемое в правой части (12) оценим сле-
дующим образом: 
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( )∫ τ∫ +
τt

x ddpuu
00

2
0

2
0 |||||||| ( )∫ τ+≤

t
x duuT

0

2
0

2
0 |||||||| .  (13) 

В силу (13) из (12) получим 

( ) ≤∫ τ++++
t

xtxtx duuuuu
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0 ||||||||||||||||||||  

( ) +∫ τ+≤
t

x duuM
0

2
0

2
020 |||||||| ×19M  

( ) 







+τ∫ µ+µ+µ+× 2

)1,0(0
0

2
2

2
,1

2
1

2
0 1

2
||)(||)()()(||||
W

t
t xudtttf .(14) 

Оценивая первое слагаемое в правой части (14) с 
помощью леммы Гронуолла [10, с. 152], получим ис-
комую априорную оценку 

( ) ≤∫ τ+++
t

xtxtW
duuuu

0

2
0

2
0

2
0

2
)1,0(

|||||||||||||||| 1
2

 

( ) 







+τ∫ µ+µ+µ+≤ 2

)1,0(0
0

2
2

2
,1

2
1

2
0 1

2
||)(||)()()(||||
W

t
t xudtttfM , 

где M  зависит только от входных данных задачи (1) – 
(4). 

Из полученной априорной оценки следует единст-
венность решения исходной задачи (1) – (4) и  непре-
рывная зависимость решения задачи от входных дан-
ных на каждом временном слое в норме )1,0(1

2W . 
 

Устойчивость и сходимость разностной схемы 
 
На сетке =ω×ω=ω ττ hh  
{ }TmmjjtNhNiihxtx jiji =τ=τ===== ,,0,,1,,0,:),(

дифференциальной задаче (1) – (4) поставим в соот-
ветствие разностную схему порядка аппроксимации 
( )22 τ+hO  [11]: 

( ) ( )
,

2
1

2
1

2
1

2
1 )1(

ϕ+−+

++γ+χ=

−

++

dYaYb

YabyaYy

x

xxtxxxt
   

τω∈ htx ),( ,           (15) 

,2 1
00

10 µ−∑ τρ+∑β=
==

j

s

s
N

j
s

N

s
s YYY     τω∈t ,    (16) 

,
2
1

22
1
2
1

2,2

,,

µ−





 ϕ−++β=

=





 γ+χ−

NNNNtN

NtxNNxNN

YdyhY

yYa
  

τω∈t ,             (17) 

)()0,( 0 xuxy = ,  hx ω∈ ,       (18) 

где yyY j += +1 , 
τ
−

=
+ yyy

j

t

1
, )( 2hO

k
rb +=
±

± , 

−+ += rrr , −+ −= rrr || , ( ) 0||5,0 ≥+=+ rrr , 

( ) 0||5,0 ≤−=− rrr , ),( 5,0 txka ii −= , ),( 5,0 txii −η=γ , 

),( txqd ii = , ),( txf ii =ϕ , )(11 tjj µ=µ , )(22 tjj µ=µ , 

τ+== + 5,05,0 jj ttt ,  hxx ii 5,05,0 −=− ,  

k
rhR ||5,0

=  – разностное число Рейнольдса; 

R+
=χ

1
1 ; 







−=

==
=

1,1åñëè ,

,0åñëè ,
2

Nsh

Nssh
 , 

5,0

0
0 ||5,01

1

k
rh

+
=χ , если 00 ≤r ;  

5,0

||5,01

1

−
+

=χ

N

N
N

k
rh

, если 0≥Nr ;  







−=τ

==
τ

=τ
1,1åñëè ,

,0åñëè ,
2

js

jss ;  

Умножим (15) скалярно на  tyYU += : 

( ) ( ) ( )UyUaYUy xtxxxt ,)(,
2
1, γ+






 χ= +

( ),,,
2
1

,
2
1,

2
1 )1(

UUdY

UaYbUYab xx

ϕ+





−

−





+






+ −++

     (19) 

где ( ) ∑=
−

=

1

1
,

N

i
ii hvuvu ,  ( )uu, = 2|||| u , ( ] ∑=

=

N

i
ii hvuvu

1
, , 

( ]2,1
x

u = 2|]|| xu , ∑=
=

N

i
iivuvu

0
],[  ,  22 |][|],1[ uu = . 

После несложных преобразований с помощью не-
равенства Коши с ε  с учетом граничных условий 
(16), (17)  из (19) находим 

( ) ( ) −




 χ−+






 γ+χ≤+ YaYyYyYayy xx

N

ttxxtt ,
2
1

2
1||||||||

0

22

( ]−γ−




 χ−




 χ−




 χ− txxtxxtxxxx yYyaYyaYYaY ,,

2
1,

2
1,

2
1

( ). |]||||||)(

||||)(||||,
22

2

2
1

22

x

ttx

YYM

Myy

+ε+

+ϕε+ε+




 γ−

      (20) 

Преобразуем первое слагаемое в правой части не-
равенства (20). Используя уравнение (15), получим 

( ) =+





 γ+χ

N

ttxx yYyYa
02

1   

= ( )+−−+





 γ+χ 0,0,,,2

1
tNtNNtxNNxNN yYyYyYa  

( ) ≤



ϕ−+∑ 


 −−+− −−

=
+

+ hdYYabYabyyY xi
N

i
xitt 2

1
2
1

2
11

1
10,0

( )( ) ++++≤ 222
43 | || |

2
1|]| || || | ttxt yyyhMMε  

( )
( ) +∑ τ+ε+

++ε++

=

j

s
x

xt

YYM

YYMy

0

22
6

22
5

2
0,

|]||||||)(

|]||||||)(
2
1
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+ ( )2
2

2
1

2
7 |][|)( µ+µ+ϕεM .        (21) 

Оценим слагаемое 2
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После несложных преобразований из (20) с учетом 
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Умножим обе части на τ  и просуммируем (25) по 
j′  от 0 до j : 
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Оценим второе, третье, четвертое и пятое слагае-
мые в правой части (26): 
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Выбирая τ  таким образом, что для всех 0τ≤τ , 
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Оценивая первое слагаемое в правой части (29) с 
помощью леммы Гронуолла [12], получим искомую 
априорную оценку 
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где M  – положительная постоянная, не зависящая от 
h  и τ . 

Итак, справедлива следующая 
Теорема. Пусть выполнены условия (5), тогда су-

ществуют такие 0h , 0τ , что если 0τ<τ , 0hh < , то 
для решения разностной задачи (15) – (18) справедли-
ва априорная оценка (30). 

Из (30) следует единственность решения задачи, а 
также устойчивость решения по начальным данным и 
правой части в сеточной норме 2

)1,0(1
2

||||
W

y  на слое. 

Пусть ),( txu  – решение задачи (1) – (4); j
iy  – ре-
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грешность через j
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где )( 22 τ+=ψ hO , )( 22
1 τ+=ν hO , )( 22

2 τ+=ν hO  – 
погрешности аппроксимации на решении исходной 
задачи при каждом фиксированном *t . 

Применяя априорную оценку (30) к задаче для по-
грешности, получим априорную оценку 
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где M  – положительная постоянная, не зависящая от 
h  и τ . 

Из полученной априорной оценки следует сходи-
мость решения схемы (15) – (18) со скоростью 

)( 22 τ+hO  в сеточной норме  
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j
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Замечание 1. Полученные в данной работе ре-
зультаты также имеют место, если условие (2) заме-
нить условием 

)(),1(),(),1()(),0( 1
0

1 tduttuttu
t

µ−∫ τττρ+β= , Tt ≤≤0 .   

Замечание 2. Полученные в данной работе ре-
зультаты имеют место и в случае, когда уравнение (1) 
имеет вид 

( ) ( ) xxtxxxt utxrutxutxku ),(),(),( +η+= – 

),(),(),(),(
0

txfdxtxutxutxq
x

+∫α−− ,  

Ttx ≤<<< 0,10 , 
если условия (5) дополнить еще условиями: 

2),( ctx ≤α , )(),( 3,3
TQCtx ∈η . 

Работа выполнена при финансовой поддержке Мини-
стерства образования и науки Российской Федерации (ре-
гистрационный номер НИР 1.6197.2011). 
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